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Kosmische Expansion als relativistische Explosion? Das mag auf den ersten Blick paradox er-
scheinen — schließlich lernt man in der Kosmologie recht früh, dass der Urknall keine klassische
Explosion sein kann, mit einem Mittelpunkt, von dem aus Galaxien in alle Richtungen in den leeren
Raum hineinfliegen. Doch das, so zeigt sich, ist ein Problem der klassischen Physik. Das Modell einer
relativistischen Explosion dagegen vermag es erstaunlich gut, die kosmische Expansion zu beschrei-
ben. Es basiert in seiner einfachsten Variante, für die Schule praktisch, auf der Physik der speziellen
Relativitätstheorie und liefert Einsichten in die Eigenschaften expandierender Universen, die sich
auch auf die exakt formulierten Modelle übertragen lassen, auf denen die moderne Kosmologie fußt.

Dieser Artikel ist erschienen in der Zeitschrift Astro-
nomie+Raumfahrt im Unterricht 57 (2020) 6, S. 10–14.

Betrachten wir das folgende Modell-Universum, das
ganz den Gesetzen der speziellen Relativitätstheorie
folgt. Es wurde historisch gesehen als Alternative zu
den herkömmlichen kosmologischen Modellen aufgestellt
(Milne 1934), hat sich aber mittlerweile als praktisches
pädagogisches Werkzeug erwiesen, um jene Modelle bes-
ser zu verstehen (z.B. Ellis & Williams 2000, Rindler
2001).

Unsere eigene Galaxie, von der aus wir das Univer-
sum beobachten, möge sich kräftefrei durch den Raum
bewegen. Wir können also ein Inertialsystem einführen,
in dessen Raumnullpunkt unsere Galaxie ruht. Betrach-
ten wir erst einmal nur eine der drei Raumdimensionen,
sagen wir: die x-Richtung. Um uns herum mögen sich
unzählige weitere Galaxien kräftefrei bewegen, und zwar
so, dass alle ihre Weltlinien zu der Zeit t = 0 am Ort
x = 0 ihren Anfang nahmen. Das Ereignis t = 0, x = 0
ist der Urknall unseres Modelluniversums. Die kräftefreie
Bewegung bedeutet, dass die Weltlinie jeder dieser Ga-
laxien eine Raumzeitgerade ist, entsprechend einer Be-
wegung mit konstanter Geschwindigkeit in (positive oder
negative) x-Richtung. Und strenggenommen sollten sich
natürlich auch in unserem Modelluniversum die Galaxi-
en erst einige hunderte Millionen Jahre nach dem Urknall
bilden — was uns aber nicht daran hindern soll, ihre gera-
den Weltlinien bis zum Urknall zurückzuverfolgen und zu
beschreiben, was ein hypothetischer entlang jener Welt-
linien bewegter Beobachter um sich herum beobachten
bzw. messen würde (Abbildung 1).

Jede der anderen Galaxien hat in unserem gewähl-
ten Inertialsystem eine feste, konstante Geschwindigkeit.
Vereinfacht reden wir im Folgenden von der

”
Galaxie β“,

wenn wir diejenige Galaxie meinen, die in unserem Inerti-
alsystem die konstante Geschwindigkeit v = β · c besitzt.
Die Galaxien mögen den möglichen Wertebereich bis be-
liebig nahe an den Wert β = 1, das wäre Bewegung mit
Lichtgeschwindigkeit, ausreizen. In Wirklichkeit muss gar
nicht jede der Weltlinien β tatsächlich mit einer Galaxie
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besetzt sein; wir wissen im Gegenteil, dass das Weltall auf
Größenskalen von wenigen Millionen Lichtjahren inhomo-
gen ist, mit einzelnen Galaxien und dazwischen deutlich
leereren Zwischenräumen. Wir bleiben trotzdem bei un-
serer Kurzformel; wenn sie Sie irritiert (etwa später, wo
wir infinitesimal benachbarte Weltlinien β und β + dβ
betrachten), rufen Sie sich einfach ins Gedächtnis, dass
eigentlich Weltlinien gemeint sind, wenn ich anschaulich
verkürzt von Galaxien rede.Technical Appendix: Nature of cosmological redshift 4
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FIG. 1. Relativistic explosion: the world-lines of galaxy particles
originating at the Big Bang event, plotted in the inertial system asso-
ciated with one of the galaxies. The explosion is plotted in the inertial
frame of an observer on one of the galaxies, whose world-line is the
ct axis.

boundary, the cosmos is blatantly inhomogeneous — as the
universe expands, galaxies would move into previously unoc-
cupied space. That is in direct contradiction to the mathemat-
ical FLRW models.

Almost all observers would also find the universe to be
anisotropic when they determine their own position within the
explosion sphere. They could determine their own distance to
the various regions of the cosmic boundary, and would find
that in some directions, the boundary is closer to them than
in others. Only the central observer would find that they are
equidistant from all boundary points. That observer could
claim with a better justification than all the others to be in
the center of the explosion — at the distinguished location
in space where the Big Bang happened. This contradicts our
assumptions about both homogeneity and isotropy. The Big
Bang is definitely not an ordinary explosion, governed by the
laws of classical physics.

IV. THE BIG BANG AS A RELATIVISTIC EXPLOSION

In the previous section, we have argued within the frame-
work of classical mechanics. But we know that cosmic ex-
pansion is, at its core, relativistic. Let us concentrate on
kinematics once more, leaving dynamical aspects for later.
Once more, we consider galaxy test particles moving away
at constant speeds from a single initial Big Bang event. These
galaxy test particles represent the Hubble flow. But this time,
we describe the situation in the context of special relativity,
where each of these galaxies defines an inertial system.

To simplify matters, let us take the common step of consid-
ering, and plotting, only one of the three dimensions of space.
The results can be generalised to three dimensions later on. A
sketch of the 1 + 1 situation, with one space dimension and
the time dimension shown, can be seen in Fig. 1. The figure
shows the inertial system associated with one of the galaxies,
and selected world-lines of this and other galaxies.

In special relativity, the absolute speed limit is determined
by natural law: None of our galaxy particles can move faster
than the speed of light. Our special-relativistic expansion hap-

pens purely inside the light-cone. While none of our galaxy
particles will be exactly on the light cone, galaxy world-lines
can come arbitrarily close to the light cone. The light cone
is the cosmic boundary of our relativistic explosion, limiting
galaxy motion.

At first glance, this might look as if we are running into the
same problem as for a classical explosion with an upper speed
limit: as if, by determining the distance of observers from the
cosmic boundary, we could again determine a distinguished
observer in the center. But relativistic physics prevents this,
as follows: The cosmic boundary of our explosion is defined
by the light cone. The observer in the center of the relativis-
tic explosion sees the fastest galaxies move away from them
at (almost) the speed of light. But in special relativity, all in-
ertial observers find that light signals travel at the speed of
light. All our inertial observers were present at the Big Bang
event; each of them will find that the cosmic boundary moves
away from them at the speed of light. At least in this respect,
homogeneity and isotropy are preserved.

There is another property worth noting. By definition, any
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FIG. 2. Light will never leave the inside of a relativistic explosions
where fragments fly apart at all possible speeds up to the speed of
light

light signal (or any signal at all, for that matter) emitted by
any of the galaxies in the Hubble flow will stay inside the
light cone. Fig. 2 shows an example: the future light cone on
a galaxy world-line (shown as a dashed line in the figure) is
fully contained within the Big Bang light-cone. This is a first
indication that, in a sense, the forward light-cone is all there
is. As long as the space-time regions outside that light-cone
are empty (since signals can definitely enter the forward light-
cone of the Big Bang from the outside!), they do not appear
to figure in our description at all. The relativistic explosion
happens fully inside the light-cone.

V. THE MILNE UNIVERSE

We have described some properties of a relativistic explo-
sion in a qualitative way. Let us make the transition to a quan-
titative description. This will lead us to what is known as the
Milne Universe, an expanding universe with a linear expan-
sion rate. The model was originally introduced by Edward
Arthur Milne (1934a;b) with the claim that it was an alterna-

Abbildung 1. Modelluniversum mit geraden Weltlinien (von
Galaxien), die sämtlich vom Urknallereignis bei t = 0, x =
0 ausgehen und den Vorwärtslichtkegel jenes Ereignisses
ausfüllen.

Unser Modell soll wiedergeben, dass all die Galaxien,
die dort auseinanderfliegen, gleichberechtigt sind. Das ist
erste Hälfte des kosmologischen Prinzips, demzufolge das
Universum zumindest im Mittel überall, für jeden Beob-
achter auf einer dieser Galaxien, dieselben Eigenschaften
haben sollte. Die zweite Hälfte ist, dass der Kosmos auch
in jede Richtung im Mittel gleich aussieht. Würde in je-
nem Modelluniversum dieselbe Entwicklung ablaufen wie
in unserem eigenen, dann würde jeder Beobachter ent-
lang einer der Galaxien-Weltlinien im Vergleich mit der
entlang der Weltlinie mitgeführten Uhr dieselbe kosmi-
sche Geschichte dokumentieren können, also etwa nach
rund einer Millionstel Sekunde den Zusammenschluss der
Quarks zu Protonen und Neutronen, in den ersten Minu-
ten die Bildung von Helium und anderen leichten Atom-
kernen, 380.000 Jahren die Entstehung der ersten Atome
und die Freisetzung der kosmischen Hintergrundstrah-
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lung und so weiter. Auch nach Ende der markanten hei-
ßen Urknallphase würden solche Beobachter jeweils die-
selben Messergebnisse erhalten. Sie würden insbesondere
die Abnahme der Materiedichte im Universum als Funk-
tion der Zeit in gleicher Weise und mit denselben Werten
rekonstruieren.

Das bedeutet allerdings, dass die Zeitkoordinate t un-
seres Inertialsystems in einer entscheidenden Hinsicht gar
nicht so gut geeignet ist, um das Universum zu beschrei-
ben. Rufen wir uns kurz die Standardform der Lorentz-
Transformation ins Gedächtnis, die in der speziellen Rela-
tivitätstheorie zwischen Inertialsystemen vermittelt, die
sich relativ zueinander mit konstanter Geschwindigkeit
bewegen und die ihre Uhren jeweils zu dem Ereignis, als
die Raumnullpunkte der Inertialsysteme zusammenfielen,
auf null gestellt hätten. (In unserem Modell entspricht
das dem Umstand, dass jede der Galaxien ihre mitgeführ-
te Uhr beim Urknall auf null stellt.) Stellen wir die Zeit-
und die x-Koordinate des einen Systems als ungestriche-
ne Variablen dar, die des zweiten als gestrichene, dann
gilt

ct′ = γ(β) · (ct− βx) (1)

x′ = γ(β) · (x− β · ct) (2)

wobei der Gamma-Faktor die funktionale Form

γ(β) =
1√

1− β2
(3)

hat. Betrachten wir einen Schnappschuss unseres Univer-
sums bei einem konstanten Wert unserer Zeitkoordinate
t, etwa t = t0. Führte die Galaxie β ihrerseits eine Uhr
mit, die sie beim Urknall-Ereignis auf null gestellt hätte,
dann würde diese mitgeführte Uhr auf unserem Schnapp-
schuss die Zeit

t′ =
t0
γ(β)

< t0 (4)

anzeigen, Ausdruck der relativistischen Zeitdilatation.
Das heißt beispielsweise: Entspricht die Zeit t0 gerade der
Zeit der Freisetzung der kosmischen Hintergrundstrah-
lung auf unserer Weltlinie, dann befinden sich fernere Re-
gionen des Universums, von unserem Inertialsystem aus
betrachtet, gleichzeitig in einem früheren, noch heißeren
Zustand vor jener Freisetzung. Unsere Zeitkoordinate t
ist damit eine ungünstige Wahl, wenn wir die verschie-
denen Entwicklungsphasen des Kosmos beschreiben wol-
len — bei konstanten t-Werten befindet sich der Kosmos
eben nicht an jedem Ort in der gleichen Entwicklungs-
phase, sondern je größer β ist, umso weiter zurückgeblie-
ben ist der Entwicklungszustand der betreffenden fernen
Galaxie gegenüber unserem eigenen.

Wir können alternativ eine andere Zeitkoordinate
einführen, die absichtlich so definiert ist, dass sie die kos-
mische Evolution richtig wiedergibt — sprich: so, dass
ein konstanter Wert jener Zeitkoordinate tatsächlich alle
Galaxien, ob nah oder fern, in derselben Entwicklungs-
phase erfasst. Strenggenommen haben wir die nötigen

Bestandteile dieser Koordinate sogar schon eingeführt:
Wir nutzen nämlich einfach die mitbewegte Uhr auf je-
der der Galaxien-Weltlinien, auf null gestellt beim Ur-
knall, um jedem kosmischen Ereignis einen Zeitwert zu-
zuordnen, den wir kosmische Zeit taufen und mit τ be-
zeichnen. Da in unserem Universum (das, wie gesagt,
den Vorwärtslichtkegel des Urknall-Ereignisses ausfüllt)
durch jedes Ereignis genau eine der Galaxien-Weltlinien
verläuft, kann man auf diese Weise tatsächlich jedem Er-
eignis einen eindeutigen Wert der kosmischen Zeitkoordi-
nate zuordnen. Konkret: Zu dem Ereignis t, x gehört die
Weltlinie β = x/ct, denn die Galaxie mit jenem Wert β
ist per Definition diejenige, die sich zu der Zeit t am Ort
x = β · ct befindet. Der Wert der kosmischen Zeitkoordi-
nate für dieses Ereignis ist nach der Zeitdilatationsglei-
chung (4) gerade

τ = t ·
√

1− β2 =
1

c

√
(ct)2 − x2. (5)

Mit anderen Worten: im x-t-Raumzeitdiagramm unseres
eingangs gewählten Inertialsystems liegen Ereignisse mit
demselben kosmischen Zeitkoordinatenwert τ auf der Hy-
perbel

(cτ)2 = (ct)2 − x2. (6)

Einige solcher Hyperbeln sind in Abbildung 2 eingezeich-
net. Wir können als Gegenstück zur kosmischen Zeit auchTechnical Appendix: Nature of cosmological redshift 5

tive to general-relativistic cosmology.4 The modern view is
rather different: Milne’s space-time is the zero-density limit
of the FLRW models. From a pedagogical perspective, this is
of interest: Milne’s model represents a first step towards un-
derstanding the spacetime of an expanding universe, namely
the kinematics of the situation, which can later be generalised
to a description of a fully dynamic cosmos. In Milne’s model,
there are no forces or accelerations. All the galaxies in the
Hubble flow have straight world-lines, that is, they are mov-
ing along straight lines in space at constant speeds.

We begin by addressing the question of time. As described
in section I, the cosmic time of the FLRW models is defined
so as to correspond to the proper time since the Big Bang, as
measured by each galaxy in the Hubble flow. The usual time
coordinate t defined in the inertial system S of any one of the
galaxies does not meet this requirement. Instead, due to time
dilation, proper time of all the galaxies that are not at rest in S
will run more slowly than t.

That is why the inertial time coordinate t associated with
any single one of our Hubble-flow galaxies cannot be the nat-
ural choice for describing cosmic evolution in our model uni-
verse: it would single out one of the galaxies over all the oth-
ers. On the other hand, assume that, on average, all of the
matter following the different galaxy particle world-lines will
undergo cosmic evolution on the same basic time scales —
cooling down in the early, hot phase, forming nuclei, forming
the first stars and galaxies at about the same time, and so on.
Within each region of our universe, this evolution will run its
course following local proper time, the inertial time coordi-
nate of the Hubble-flow galaxy within that region, not some
distant galaxy’s inertial time coordinate. If we want to com-
pare different parts of our model universe at the same stage of
their local evolution, it makes sense to introduce a cosmic time
coordinate that corresponds to each galaxy particle’s proper
time, measured from t = 0 at the Big Bang.

We can find that time coordinate using the standard form of
the Lorentz transformations. Start with our own galaxy and its
inertial system S. Any other galaxy moving at constant speed
v in S along the x axis has its own inertial rest frame associated
with it, the system Sv with coordinates tv,xv, where we have
chosen the index v instead of the more usual prime since we
will be looking at infinitely many such inertial frames, each
parametrised by its speed v (which an be positive or negative)
relative to our chosen reference frame S. The system S and a
system Sv are linked by the usual Lorentz transformation

ctv = g(b )(ct �bx) (10)

and

xv = g(b )(x�bct), (11)

where

b ⌘ v/c, g(b ) ⌘ 1p
1�b 2

(12)

4 The historical context is given in North (1965).
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FIG. 3. Relativistic explosion. Each of the hyperbolas corresponds
to a constant value of galaxy-particle proper time. The four hyperbo-
las are separated by equal time intervals.

and c is the speed of light in vacuum. The zero points of each
system’s time coordinate have already been chosen in the right
way: The Big Bang event is the common spacetime origin of
all inertial systems Sv within our parametrised family, t = tv =
0 and x = xv = 0. Each value of v or the corresponding value
for b can be used to parametrise all the straight world lines of
the galaxies in our relativistic explosion. As a short-hand, we
will refer to the galaxy with value b moving at speed v = cb
as “the galaxy b .”

At the location of the galaxy moving through S with speed
v, the proper time value tv = t corresponds to the event

t =
tp

1�b 2
, x = bct. (13)

If we plot all the events corresponding to one particular value
t of local galaxy proper time, the result is the hyperbola

(ct)2 � x2 = (ct)2. (14)

Four of those hyperbolas, corresponding to four different
values of local galaxy proper time, are shown in Fig. 3. Since
the galaxy-particle world lines fill the whole of the forward
light cone, we can assign a time coordinate value of local
galaxy proper time to any event in that light cone. This (non-
inertial!) time coordinate is what we will call cosmic time,
and it is particularly well-suited to describing cosmic evolu-
tion. Pick any two events at constant cosmic time t , and you
will find local regions at the same stage of cosmic evolution.

Picking two events with the same value of the cosmic time
coordinate, the only difference is where those events are hap-
pening. Any snapshot at constant cosmic time can be de-
scribed in terms of spatial relations. After all, in special rel-
ativity, space and time are not independent any more. Ev-
ery moment in time defines a snapshot; the structure all these
snapshots have in common is the closest we can come to defin-
ing space in special relativity. And we already know from
studying different inertial systems that space is relative — si-
multaneity is relative, and inertial systems differ in the way
they slice up spacetime into a series of snapshots of space,
each corresponding to a different time.

We can do something similar with our new cosmic time co-
ordinate! With respect to that coordinate, space at time t is

Abbildung 2. Schemazeichnung unseres expandieren-
den Universums aus frei fliegenden Galaxien, im x-t-
Raumzeitdiagramm des mit unserer eigenen Galaxie
verbundenen Inertialsystems. Eingezeichnet sind ausgewählte
Weltlinien von Galaxien sowie vier Hyperbeln mit jeweils
konstanter kosmischer Zeit τ .

eine kosmische Abstandskoordinate einführen. Längen
im Raum messen wir ja in den üblichen Inertialsystem-
Koordinaten, indem wir die Raumkoordinaten-Differenz
gleichzeitiger Ereignisse bilden. Wenn wir die Länge eines
in x-Richtung ausgerichteten Stabes bestimmen wollen,
können wir die Differenz der x-Koordinaten des Anfangs-
und des Endpunkts des Stabes bilden. Wir müssen dies
allerdings, das ist bei einem bewegten Stab wichtig, zu
ein und demselben Zeitpunkt t tun. Analog können wir
auch für unsere kosmische Zeitkoordinate vorgehen: Wir
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können so etwas wie eine Länge entlang einer der Hyper-
beln konstanter kosmischer Zeit τ = const. messen. Lo-
kal, also in jedem infinitesimalen Abschnitt der Hyperbel,
hat solch eine Längenmessung sogar einen physikalischen
Sinn. Lokal ist die kosmische Zeitkoordinate ja gerade die
Zeit im Ruhe-Inertialsystem der dort befindlichen Ga-
laxie. Die dort bei festem Zeitkoordinatenwert gemesse-
ne Länge ist eine in jenem Ruhe-Inertialsystem gemes-
sene Länge. Mit solchen kleinen, im jeweiligen Ruhe-
Inertialsystem gemessenen Längen können wir Stückchen
für Stückchen die Längenmessung entlang der Hyperbel
vornehmen.

Schauen wir uns konkret denjenigen Teil der Hyperbel
zum kosmischen Zeitwert τ an, der die Weltlinie der Ga-
laxie β schneidet. Wie weit ist zu jenem Zeitpunkt die
Galaxie β + dβ von der Galaxie β entfernt, beurteilt im
mitbewegten Inertialsystem der Galaxie β? Das ist un-
sere Antwort auf die Frage, wie lang das Teilstück der
Hyperbel zwischen dem Schnittpunkt der Hyperbel mit
der Weltlinie von β und dem Schnittpunkt mit der Welt-
linie von β+dβ ist. Am einfachsten lässt sich diese Frage
beantworten, wenn wir die Geschwindigkeit der Galaxie
β + dβ im Inertialsystem der Galaxie β ausrechnen. Da-
zu nutzen wir die Geschwindigkeits-Additionsformel der
speziellen Relativitätstheorie. In ihrer eindimensionalen
Version, wo alle Bewegungen entlang derselben Raum-
richtung verlaufen, lautet sie

u′ =
u+ v

1 + uv
c2
. (7)

Dabei ist u′ die Geschwindigkeit eines Objektes, gemes-
sen vom Inertialsystem S′ aus, u die Geschwindigkeit des-
selben Objekts vom Inertialsystem S aus, und v die Ge-
schwindigkeit des Systems S vom System S′ aus. Auf un-
sere Situation übertragen heißt das: Vom Ruhesystem der
Galaxie β aus hat unsere eigene Galaxie die Geschwindig-
keit −βc, von unserem eigenen Ruhesystem aus hat die
Galaxie β + dβ die Geschwindigkeit (β + dβ) · c. Einge-
setzt in die obige Formel hat demnach die Galaxie β+dβ
im Ruhesystem der Galaxie β die Geschwindigkeit

u =
(−β + [β + dβ]) · c
(1− (β + dβ) · β)

≈ c · dβ
1− β2

, (8)

wobei wir im letzten Schritt nur lineare Terme in dβ be-
halten und Terme höherer Ordnung vernachlässigt ha-
ben. Der gesuchte Abstand der Galaxie β + dβ von β,
bestimmt im mitbewegten System von β, ist damit

ds = u · τ =
c · τ · dβ
1− β2

, (9)

da sich die Galaxie β+dβ ja von der Galaxie β aus gemes-
sen über die gesamte Zeit τ hinweg mit jener konstanten
Geschwindigkeit (8) von β fortbewegt hat. Indem wir die-
se kleinen Streckenstückchen ds aufsummieren, können
wir für jede Galaxie β den Abstand χ(τ, β) von unse-
rer eigenen Galaxie, gemessen entlang der Hyperbel fe-
ster kosmischer Zeit τ , ausrechnen. Wie die d-Notation

bereits nahelegt, können wir die Streckenstückchen als
infinitesimal auffassen. Bilden wir das Integral, dann er-
halten wir

χ(τ, β) =

β∫

0

c · τ · dβ′

1− (β′)2
= cτ · artanh(β). (10)

Damit haben wir ein komplettes
”
kosmisches Koordina-

tensystem“ hergeleitet: unsere kosmische Zeit τ und un-
sere kosmische Entfernungskoordinate χ. Zumindest im
Vorwärtslichtkegel des Urknalls, wo sich alle unsere Gala-
xien befinden, können wir jedem Ereignis ein eindeutiges
kosmisches Koordinatentupel τ, χ zuordnen. Die Berech-
nung von τ aus den Werten t, x hatten wir bereits in
Gleichung (5) festgehalten; für χ(x, t) ergibt sich aus (5)
und (10), dass

χ(x, t) =
√

(ct)2 − x2 · artanh
( x
ct

)
. (11)

Umgekehrt können wir die Koordinatenwerte t, x, die ei-
nem beliebigen Ereignis in unserem ursprünglichen Iner-
tialsystem zukommen, durch die kosmischen Koordina-
tenwerte τ, χ ausdrücken als

t(τ, χ) = τ · cosh
( χ
cτ

)
(12)

x(τ, χ) = cτ · sinh
( χ
cτ

)
. (13)

Wie in der speziellen Relativitätstheorie gerade in der
Schule häufig der Fall, haben wir bei den bisherigen Rech-
nungen eine 1 + 1-dimensionale Situation betrachtet, mit
der x-Richtung als einziger räumlicher Dimension. Aber
auch ohne dass wir die betreffenden Formeln im einzelnen
hinschreiben sollte klar sein: Was wir hier abgeleitet ha-
ben, lässt sich auch in drei Dimensionen formulieren. Die
radiale Richtung von unserer Galaxie aus spielt dabei die
Rolle der x-Richtung in unseren bisherigen Rechnungen.
Auch ohne explizit Kugelkoordinaten einzuführen, kann
man einsehen: Für jede Galaxie im Universum könnten
wir unser Koordinatensystem so hindrehen, dass deren
Bewegung genau in x-Richtung verläuft und wir all un-
sere bisherigen Ergebnisse anwenden können.

Jetzt, wo wir konzeptuell wieder im Dreidimensio-
nalen angekommen sind, können wir uns noch Gedan-
ken über Dichten in unserem Modelluniversum machen.
Wir hatten bereits gesagt, dass die Dichteentwicklung in
Abhängigkeit von der kosmischen Zeit τ für jeden Beob-
achter auf einer der vielen Galaxien-Weltlinien dieselbe
sein soll. Das hat für die Beschreibung der kosmischen
Dichte im Ruhe-Inertialsystem unserer eigenen Galaxie
interessante Konsequenzen. Betrachten wir erst einmal
die Anzahldichte der Galaxien, also die Zahl der Gala-
xien pro Einheitsvolumen. Nehmen wir an, dass wir zu
einer gegebenen Zeit τ in unserer direkten Umgebung die
Anzahldichte n0 messen. Dann muss auch ein Beobach-
ter auf der Galaxie β zur kosmischen Zeit τ den glei-
chen Dichtewert n0 messen. Doch das Einheitsvolumen,
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das jener Beobachter zugrunde legt, basiert auf dessen ei-
genem Längenmaß. Von unserem Inertialsystem aus be-
urteilt sind dagegen Längenmessungen an mitbewegten
Objekten, die jener Beobachter in radialer Richtung vor-
nimmt, um den Faktor

1

γ(β)
=
√

1− β2 (14)

verkürzt, entsprechend der speziell-relativistischen
Längenkontraktion. In den beiden Richtungen transver-
sal zur Bewegungsrichtung stimmen Längenmessungen
unseres Inertialsystems dagegen mit jenen im Ruhe-
system der Galaxie β überein. Volumenmessungen
in den beiden Systemen, denken wir vereinfacht an
einen Würfel, dessen eine Kantenrichtung genau die
radiale Richtung ist, werden sich um denselben Faktor
unterscheiden — in unserem Inertialsystem ist ein
lokales Volumen, das der mitbewegte Beobachter zu
V0 misst, um den in Gleichung (14) gegebenen Faktor
kleiner. Umgekehrt gilt daher: Wenn jeder mitbewegte
Beobachter auf einer der anderen Galaxien dieselbe
Anzahldichte n0 misst, dann entspricht das in unserem
eigenen Inertialsystem der Anzahldichte

n(β) =
n0

1− β2
. (15)

Darüber, wie viele Teilchen sich in einem gegebenen
Würfel befinden (entsprechend dem Zähler der Anzahl-
dichte), sind sich alle Inertialbeobachter einig. Beim Vo-
lumen (Nenner der Anzahldichte) kommt dagegen der
erwähnte Faktor (14) ins Spiel. Im Grenzwert β → 1,
mit anderen Worten: bei Annäherung an den Lichtkegel,
wächst die Anzahldichte über alle Grenzen. Betrachten
wir statt der Anzahldichte die Massendichte, in dem wir
den Galaxien-Teilchen jeweils eine angemessene Masse
geben, ist der Effekt noch ausgeprägter, denn von unse-
rem Inertialsystem aus kommt für ferne Galaxien die rela-
tivistische Massenzunahme hinzu, die für β → 1 ebenfalls
über alle Grenzen geht.

Kommen wir nach diesen Vorbereitungen zu den zen-
tralen physikalischen Fragen. Nach Gleichung (10) haben
wir es bei unserem Modelluniversum mit einem Weltall
zu tun, das mit dem Skalenfaktor a(τ) = cτ expandiert.
(Warum das c hinzunehmen? Reine Konvention. Der kos-
mische Skalenfaktor ist sowieso nur bis auf eine multipli-
kative Konstante bestimmt.) Die Abstände all der an-
deren Galaxien von uns, und mit entsprechend anders
gesetzten Integrationsgrenzen in (10) auch die Abstände
all der Galaxien voneinander, nehmen sämtlich propor-
tional zu diesem kosmischen Skalenfaktor zu. Soweit, so
gut.

Wir können aus (10) eine Rezessionsgeschwindigkeit
für die Galaxie β berechnen, also die Änderung des Ab-
stands χ(τ, β) von uns zu jener Galaxie mit der kosmi-
schen Zeit. Das Ergebnis ist

v(τ, β) ≡ dχ

dτ
(τ, β) = c · artanh(β). (16)

Aus dem Vergleich von (10) und (16) folgt direkt, dass in
unserem Modelluniversum die Hubble-Lemâıtre-Relation

v(τ, β) =
1

τ
· χ(τ, β) (17)

gilt, mit dem Hubble-Parameter

H(τ) =
1

τ
, (18)

dessen Kehrwert unserer Definition von τ nach gerade das
Alter des Universums ist, nämlich die seit dem Urknall-
Ereignis vergangene kosmische Zeit.Technical Appendix: Nature of cosmological redshift 6

the hypersurface of constant time t , in our simple 1+1 sce-
nario: one of the hyperbolas given by (14). Spatial distances
within this space will need to be measured along the appropri-
ate hyperbola. Globally, the physical meaning (if any) of this
weirdly-defined space is not at all clear. Locally, though, in an
infinitesimal region around the galaxy b , t corresponds to the
time coordinate of the inertial rest system of b , and a hyper-
surface of constant t thus corresponds to the space defined by
that inertial system. Locally at least, a spatial distance at con-
stant t corresponds to the physical length, as measured by an
observer in the local Hubble-flow galaxy in that particular re-
gion. Over a larger distance, we obtain distances in the space
defined by constant cosmic time by integrating over those lo-
cal, physical distances.

We could perform our calculations by considering events
and their coordinates in system S, using the Lorentz transfor-
mations to make the transition to the rest frame of galaxy b .
But there is a quicker way, using the relativistic velocity addi-
tion formula. In the rest frame of b , our own galaxy is moving
with a speed �bc, and in the rest frame of our own galaxy, the
galaxy b + db has the speed (b + db )c. Relativistic velocity
addition shows that the speed u of the galaxy b + db in the
rest frame of b is given by

u =
[�b +(b +db )]c

1� (b +db )b
⇡ cdb

1�b 2 , (15)

where we have used the approximation 1/(1+h) ⇡ 1�h for
small h , and kept only linear terms in db . In the rest frame of
b , the galaxy b + db has been moving away at this constant
speed since t = 0 (when the galaxy positions coincided), and
thus now has a distance

dxb =
ct ·db
1�b 2 (16)

from the galaxy b . This formula holds around an infinitesimal
region around any of the galaxies parametrised by b . We can
add these infinitesimal contributions up, each measured in the
rest frame of its local Hubble-flow galaxy, by calculating the
appropriate definite integral. We are particularly interested in
distances of other galaxies from our own (which is at rest in
S), and define the distance c(b ) of galaxy b from our own
galaxy (b = 0) via this integral. This amounts to determining
distances in the space defined by cosmic time, in a snapshot
where cosmic time t = const. — in the context of general
relativity, this is the proper distance (at constant cosmic time)
between ours and another galaxy. The result is

c(t,b ) = ct ·
bZ

0

db
1�b 2 = ct · tanh�1(b ). (17)

There are several consequences. As a reminder, the curve of
the area function tanh�1 is shown in Fig. 4. In particular, we
have

lim
b!1

⇥
tanh�1(b )

⇤
= •. (18)

FIG. 4. The function tanh�1(x), including its asymptotic rise to in-
finity as the argument approaches 1.

By this distance measure, the universe we are describing is
infinitely large: At any fixed cosmic time, we can find other
galaxies at arbitrarily large proper distances from our own!

That is a fundamental difference between the classical ex-
plosion with limited maximum speed, which amounted to
galaxies moving outwards into empty space, and the relativis-
tic explosion where, at least by the criterion of proper distance
given by (17), space is infinite arbitrarily close to the initial
Big Bang event. In coordinates that are adapted to its ho-
mogeneity, the relativistic explosion is not an explosion into
empty regions of space. It is an infinite, expanding universe.

Eq. (17) also shows that all the distances of the other galax-
ies are growing in proportion to the same cosmic scale factor
a(t) = ct/a0, where a0 is a constant with the dimension of a
length. By that equation,

c(t2,b ) =
a(t2)

a(t1)
· c(t1,b ) (19)

for arbitrary cosmic times t1,t2, If we had chosen a differ-
ent galaxy as our reference point, we could have made the
same derivation, and obtained the same result — calculating
the proper distance between two of the other galaxies would
amount to performing the integral eq. (17) with a different
lower boundary; the result would still be proportional to ct .
All the proper distances between galaxies change in this way,
in direct proportion to ct . Our relativistic explosion describes
a cosmos that is undergoing a simple form of scale-factor ex-
pansion, with a linear scale factor a(t).

We can define the recession speed of a galaxy as the rate at
which proper distance c changes with cosmic time,

vr(t,b ) ⌘ dc(tb )

dt
= c tanh�1(b ), (20)

or equivalently

b = tanh(vr/c). (21)

As that last formula shows, in the Milne universe, the reces-
sion speed is equal to what is sometimes called the rapidity in

Abbildung 3. Funktionsverlauf des Areatangens hyperbolicus

Abbildung 3 zeigt nun den Verlauf des Areatangens hy-
perbolicus im Wertebereich von Null bis Eins. Ab etwa
β ≈ 0,76 wird artanh(β) größer als eins, die Rezessionsge-
schwindigkeit damit größer als die Lichtgeschwindigkeit.
Für β → 1 wird v(τ, β) beliebig groß. Offenbar hat unse-
re ungewöhnliche Koordinatenwahl – die kosmische Zeit
ist schließlich keine Zeitkoordinate eines Inertialsystems!
– dazu geführt, dass hinreichend weit entfernte Galaxien
zumindest für die mit den kosmischen Koordinaten de-
finierte Rezessionsgeschwindigkeit (16) überlichtschnell
unterwegs sind. Und das, obwohl wir uns komplett im
Rahmen der speziellen Relativitätstheorie befinden und
die Geschwindigkeit jeder der Galaxien, auf ein belie-
biges Inertialsystem bezogen, nie größer als die Licht-
geschwindigkeit wird. Das Milne-Universum illustriert
eindrücklich, wie allein aufgrund der ungewöhnlichen
Koordinatenwahl scheinbare, der speziellen Relativitäts-
theorie nicht widersprechende Koordinaten-überlichtge-
schwindigkeiten auftreten können, die uns aber gleich-
zeitig nicht bekümmern müssen: Schließlich handelt es
sich ausdrücklich nicht um in Inertialsystem-Koordinaten
ausgedrückte, physikalische Geschwindigkeiten, für wel-
che die Geschwindigkeits-Obergrenze Lichtgeschwindig-
keit gilt.

Licht, das in der Galaxie β mit der Wellenlänge
λa ausgesandt wird, gemessen im Ruhe-Inertialsystem
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von β, erreicht uns aufgrund des radialen speziell-
relativistischen Dopplereffekts rotverschoben mit der in
unserem eigenen Ruhesystem gemessenen Wellenlänge
λe, wobei

λe
λa
≡ 1 + z =

√
1 + |β|
1− |β| . (19)

Die erste Gleichung definiert die Wellenlängenverschie-
bung z, in der Kosmologie auch Rotverschiebung ge-
nannt, die zweite ist die eigentliche Dopplerformel. Wir
können die kosmologische Rotverschiebung z aber auch
noch auf eine andere Weise ausdrücken. Angenommen
uns erreiche ein bestimmtes Lichtsignal zur Zeit te = τe
(wobei am Ort unserer eigenen Galaxie ja die kosmi-
sche Zeit der Zeitkoordinate unseres Inertialsystems ent-
spricht). Da das Licht mit der Geschwindigkeit c unter-
wegs ist, unsere Galaxie sich am Ort x = 0 befindet
und die Galaxie β die Weltlinie x = β · ct hat, muss für
die Aussendezeit ta des Lichts, wieder ausgedrückt durch
die Zeitkoordinate unseres eigenen Inertialsystems, gel-
ten, dass

c|β|ta = c(τe − ta). (20)

Das lässt sich nach ta auflösen zu

ta =
τe

1 + |β| . (21)

Ersetzen wir jetzt mit Gleichung (5) die Inertialsystem-
Koordinatenzeit ta durch die entsprechende kosmische
Zeit τa am Ort der aussendenden Galaxie β, so erhalten
wir

τe
τa

=

√
1 + |β|
1− |β| = 1 + z. (22)

Das können wir mit Hilfe unserer Definition des kosmi-
schen Skalenfaktors a(τ) auch schreiben als

1 + z =
a(τe)

a(τa)
. (23)

Gleichung (23) ist der ganz allgemeine Zusammenhang
von kosmologischer Rotverschiebung und kosmischem
Skalenfaktor, wie er weit über unser einfaches Modell
hinaus im heutigen Standardmodell der Kosmologie gilt.
Wir konnten diesen Zusammenhang im Milne-Universum
ableiten und zeigen, dass er gleichzeitig einer speziell-
relativistischen Doppler-Rotverschiebung (22) entspricht.
Die Deutung der kosmologischen Rotverschiebung als
Dopplereffekt hat dabei einen entscheidenden pädago-
gischen Vorteil: Sie suggeriert nicht, die Lichtteilchen
würden auf dem Weg von der fernen Galaxie zu uns
vermittels irgendeines physikalischen Prozesses

”
Energie

verlieren“ — letzteres würde die berechtigte Frage nach
sich ziehen, wo diese Energie denn bliebe, oder ob die
Energieerhaltung in diesem Kontext nicht mehr gültig

sei. Bei einem Dopplereffekt ist klar: Hier wird stattdes-
sen die Energie ein und desselben Lichtteilchens von zwei
verschiedenen Inertialsystemen aus gemessen, die relativ
zueinander bewegt sind.

Soweit, so gut — aber wie ist unser Modell mit dem
Umstand vereinbar, dass die kosmische Expansion kei-
ne Explosion mit einem ausgezeichneten Mittelpunkt ist,
bei der Galaxien in den zuvor leeren Raum hineinflie-
gen? Auf den ersten Blick könnte man angesichts von
Abbildung 1 auf die Idee kommen, genau jene Fehlvor-
stellung wäre der Kern unseres Modells. Beginnen wir mit
der Mittelpunkts-Frage. Befindet sich unsere eigene Ga-
laxie in irgendeiner Weise an einem ausgezeichneten Ort?
Nein, denn jede andere der Galaxien kann die Situation
in ihrem eigenen Inertialsystem beschreiben und gelangt
zu genau denselben Ergebnissen. Sowohl die Definition
der kosmischen Zeit τ als auch die Definition der kosmi-
schen Abstände χ führt in dem neuen Inertialsystem zu
denselben Zuordnungen von Abständen und ihren Ände-
rungsraten. Das folgt direkt aus der auf die Ruhesyste-
me der jeweiligen Galaxien bezogenen Definition, lässt
sich aber auch explizit mit Hilfe der Geschwindigkeits-
Additionsformel (7) zeigen.

Was hat es mit den leeren Raumzeitbereichen rund um
den Vorwärts-Lichtkegel auf sich —haben wir es dabei
mit dem falschen Bild von einer Bewegung in den lee-
ren Raum hinein zu tun? Auch da helfen die speziell-
relativistischen Effekte. In unseren kosmologischen Ko-
ordinaten besitzt unser Vorwärts-Lichtkegel-Universum
nämlich eine unendliche räumliche Ausdehnung. Sprin-
gen wir in Gedanken von einer Galaxie zur nächsten und
messen die überwundene Distanz jeweils mit den loka-
len Maßstäben der nächsten Galaxie aus, dann gelangen
wir nirgends an ein Ende. Unser auf diese Weise über
lokale Messungen definierter kosmischer Abstand χ(τ, β)
wächst für β → 1 über alle Grenzen. Hinzu kommt: Alle
Einflüsse, die aus dem Vorwärtslichtkegel stammen, blei-
ben im Vorwärtslichtkegel, wie in Abbildung 4 für ein
solches Ereignis dargestellt.
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x
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FIG. 1. Relativistic explosion: the world-lines of galaxy particles
originating at the Big Bang event, plotted in the inertial system asso-
ciated with one of the galaxies. The explosion is plotted in the inertial
frame of an observer on one of the galaxies, whose world-line is the
ct axis.

boundary, the cosmos is blatantly inhomogeneous — as the
universe expands, galaxies would move into previously unoc-
cupied space. That is in direct contradiction to the mathemat-
ical FLRW models.

Almost all observers would also find the universe to be
anisotropic when they determine their own position within the
explosion sphere. They could determine their own distance to
the various regions of the cosmic boundary, and would find
that in some directions, the boundary is closer to them than
in others. Only the central observer would find that they are
equidistant from all boundary points. That observer could
claim with a better justification than all the others to be in
the center of the explosion — at the distinguished location
in space where the Big Bang happened. This contradicts our
assumptions about both homogeneity and isotropy. The Big
Bang is definitely not an ordinary explosion, governed by the
laws of classical physics.

IV. THE BIG BANG AS A RELATIVISTIC EXPLOSION

In the previous section, we have argued within the frame-
work of classical mechanics. But we know that cosmic ex-
pansion is, at its core, relativistic. Let us concentrate on
kinematics once more, leaving dynamical aspects for later.
Once more, we consider galaxy test particles moving away
at constant speeds from a single initial Big Bang event. These
galaxy test particles represent the Hubble flow. But this time,
we describe the situation in the context of special relativity,
where each of these galaxies defines an inertial system.

To simplify matters, let us take the common step of consid-
ering, and plotting, only one of the three dimensions of space.
The results can be generalised to three dimensions later on. A
sketch of the 1 + 1 situation, with one space dimension and
the time dimension shown, can be seen in Fig. 1. The figure
shows the inertial system associated with one of the galaxies,
and selected world-lines of this and other galaxies.

In special relativity, the absolute speed limit is determined
by natural law: None of our galaxy particles can move faster
than the speed of light. Our special-relativistic expansion hap-

pens purely inside the light-cone. While none of our galaxy
particles will be exactly on the light cone, galaxy world-lines
can come arbitrarily close to the light cone. The light cone
is the cosmic boundary of our relativistic explosion, limiting
galaxy motion.

At first glance, this might look as if we are running into the
same problem as for a classical explosion with an upper speed
limit: as if, by determining the distance of observers from the
cosmic boundary, we could again determine a distinguished
observer in the center. But relativistic physics prevents this,
as follows: The cosmic boundary of our explosion is defined
by the light cone. The observer in the center of the relativis-
tic explosion sees the fastest galaxies move away from them
at (almost) the speed of light. But in special relativity, all in-
ertial observers find that light signals travel at the speed of
light. All our inertial observers were present at the Big Bang
event; each of them will find that the cosmic boundary moves
away from them at the speed of light. At least in this respect,
homogeneity and isotropy are preserved.

There is another property worth noting. By definition, any

x

ct

FIG. 2. Light will never leave the inside of a relativistic explosions
where fragments fly apart at all possible speeds up to the speed of
light

light signal (or any signal at all, for that matter) emitted by
any of the galaxies in the Hubble flow will stay inside the
light cone. Fig. 2 shows an example: the future light cone on
a galaxy world-line (shown as a dashed line in the figure) is
fully contained within the Big Bang light-cone. This is a first
indication that, in a sense, the forward light-cone is all there
is. As long as the space-time regions outside that light-cone
are empty (since signals can definitely enter the forward light-
cone of the Big Bang from the outside!), they do not appear
to figure in our description at all. The relativistic explosion
happens fully inside the light-cone.

V. THE MILNE UNIVERSE

We have described some properties of a relativistic explo-
sion in a qualitative way. Let us make the transition to a quan-
titative description. This will lead us to what is known as the
Milne Universe, an expanding universe with a linear expan-
sion rate. The model was originally introduced by Edward
Arthur Milne (1934a;b) with the claim that it was an alterna-

Abbildung 4. Alle Einflüsse von Ereignissen im Vorwärts-
lichtkegel des Urknalls bleiben per Definition innerhalb des
Vorwärtslichtkegels.

Allenfalls gäbe es die Möglichkeit, dass Ereignisse von
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außerhalb des Vorwärtslichtkegels unser Modelluniver-
sum beeinflussen könnten. Dass das unter realistischen
Umständen nicht der Fall ist, zeigen unsere Überlegun-
gen zu den Dichten. Sobald wir den Galaxien-Teilchen in
unserem Modell etwas Masse verleihen, wachsen die ent-
sprechenden Massendichten hin zum Lichtkegel über alle
Grenzen. Dort befindet sich in den realistischeren Model-
len, jenen nämlich, die auf Basis der Allgemeinen Relati-
vitätstheorie formuliert sind, entsprechend eine Singula-
rität — und damit insbesondere keine durchlässige Gren-
ze, über die Einflüsse von außen in unseren Lichtkegel
dringen könnten. Wie in Abbildung 2 zu sehen ist, ent-
spricht der Grenzwert hin zum Lichtkegel der kosmischen
Zeit τ = 0; diese Randsingularität ist damit Teil der soge-
nannten Urknallsingularität am Anfang des Universums.
Die relativistische Explosion vermeidet auf diese Weise
die beiden Mankos der Vorstellung vom expandierenden
Universum als einer klassischen Explosion: ausgezeich-
neten Mittelpunkt und Ausbreitung in den umgebenden
leeren Raum hinaus.

Der
”
Energieverlust“ von Lichtteilchen bei der kosmo-

logischen Rotverschiebung als Dopplereffekt, Überlicht-
geschwindigkeiten als Konsequenz ungewöhnlicher Koor-
dinatenwahl ohne gegen die relativistische Geschwindig-
keitsbegrenzung zu verstoßen — das Milne-Universum
rückt eine Reihe von Eigenschaften eines expandieren-
den Universums, die Schülerinnen und Schüler anson-
sten stutzig werden lassen könnten, in den Erfahrungs-
bereich zumindest der speziellen Relativitätstheorie. Die
wichtigsten Aussagen kann man übrigens auch ohne die
Koordinaten-Integration ableiten, die für einige Schüle-
rinnen und Schüler eine technische Hürde darstellen dürf-
te, indem man Inertialsysteme direkt zu einem

”
zu-

sammengenähten“ Koordinatensystem verbindet (Pössel
2019).

Der pädagogische Nutzen des Grenzfalls Milne-
Universum in allen Ehren, aber lassen sich diese Er-
klärungen auch auf die allgemein-relativistischen Modelle

übertragen, also auf die Friedmann-Lemâıtre-Robertson-
Walker-Modelle eines expandierenden Weltalls, die der
modernen Kosmologie zugrunde liegen?

Die Antwort ist ja (z.B. Bunn & Hogg 2009, Lieb-
scher 2007, Narlikar 1994, Pössel 2020a). Auch ganz allge-
mein kann man jeder Galaxie im expandierenden Weltall
eine relativistische Radialgeschwindigkeit zuordnen, die
aber, obacht, nicht der üblichen Rezessionsgeschwindig-
keit entspricht, wie sie im Hubble-Lemâıtre-Gesetz auf-
tritt. Die Herleitung der relativistischen Radialgeschwin-
digkeit ist leider mathematisch sehr anspruchsvoll und
nutzt Konzepte direkt aus der Werkzeugkiste der Dif-
ferentialgeometrie gekrümmter Raumzeiten, insbesonde-
re den sogenannten Paralleltransport. Hat man sie ein-
mal ausgerechnet, sind die Eigenschaften der Radialge-
schwindigkeit dagegen sehr anschaulich. Mit ihr lässt sich
auch die allgemeine kosmologische Rotverschiebung mit
der speziell-relativistischen Formel (19) ausdrücken. Der

”
Energieverlust“ der Lichtteilchen ferner Galaxien findet

auch dort seine Erklärung als Dopplereffekt. Im Vergleich
entpuppen sich die Rezessionsgeschwindigkeiten, die die
Lichtgeschwindigkeit übersteigen können, als unphysika-
lische koordinatenbasierte Größen, über deren scheinba-
ren Widerspruch zur Lichtgeschwindigkeit als oberster
Grenze man sich keine Sorgen machen muss — die Ra-
dialgeschwindigkeit von Galaxien jedenfalls bleibt im-
mer unterhalb der Lichtgeschwindigkeitsgrenze. Als Bo-
nus kann man in Universen, in denen die Radialgeschwin-
digkeit sich ab einer bestimmten Entfernung der Licht-
geschwindigkeit annähert, intuitiv verstehen, warum sich
dort ein sogenannter kosmischer Horizont ausbildet: Be-
wegen wir uns aus Sicht solch einer Galaxie so gut wie
lichtschnell radial fort, haben die Lichtsignale der betref-
fenden Galaxie Mühe, uns zu erreichen.

Insgesamt kann diese Interpretation der kosmischen
Expansion also dabei helfen, bestimmte bereits vorhan-
dene Vorstellungen der Schülerinnen und Schüler für ein
tieferes Verständnis zu nutzen, und Fehlvorstellungen zu
vermeiden (Pössel 2020b).
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